Proposition de corrigé des

Olympiades nationales de mathématiques 2017

TRAVAIL INDIVIDUEL

Exercice 1 : Sommes de carrés en abyme.

Introduction

1. a.f(1)=1%=1,f(11)=1*+1*=2,f(111) =1+ 1>+ 1° = 3.
Par suite, tout entier non nul n s’écrit sous la forme:n=1%2 + 12 + .-+ 12, cad

nfois
quen=1f(111...1). D’ou il existe au moins un antécédent de n par f quiest 111 ... 1.
n fois n fois

b.f(23) =2°+3%=13,f(32)=3*+2*=13 et f(320)=3*+2>+0*=13.
c.nadmet 111 ... 1 comme antécédent. Alors n admet aussi tout nombre de la forme
N— —_——

n fois
111...1 X 10P comme antécédent. D’ou n admet une infinité d’antécédents par f.
n fois

La suite des images successives d’un entier
2. Upg=301,u;=10,u;=1,u3=1, us =1.
Up=23,u;=13,u,=10,u3 =1, us =1.
Up=1030,u;=10,u, =1, us =1, us =1.
Pour chacune de ces listes les termes suivants sont 1.

3. Up =4, U1=16, U2=37, U3=58, U4=89, us = 145, U6=42, U7=20etU8=4.
Dans ce cas, les nombres suivants de la liste sont : 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20, 4,

Etude d’une propriété

4. a. Ll’algorithme affiche : 20 puis 4 puis « propriété vérifiée ».
b. L’algorithme ne sort de la boucle tant que u # 1 et u # 4. Mais quand il sort de la
boucle, ceci signifie que u est soit 1 soit 4 cad que u vérifie la propriété.

c. Si u ne vérifiait pas la propriété, le programme serait entré dans une boucle
interminable.
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d. L'algorithme ci-contre

E'-TI'TIUt 'iu 1 d 4
. 1le (u*l and u#
permet de le prouver et voila les int L L EE
résultats obtenus : u—-188axb
intibs 1AM ZC
b-18cxd
3" E+C T 2+d 2Rl
Frint u
WhileEnd o
Frint "F werifiea"
g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 P 4 4 P 4 4 1 4 4
1 1 4 4 1 4 4 4 4 4 1
2 4 4 4 1 4 4 4 4 1 4
3 4 1 1 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 1 4 4 4 4 1
5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
6 4 4 4 4 4 4 4 4 1 4
7 1 4 4 4 4 4 4 4 4 1
8 4 4 1 4 4 4 1 4 4 4
9 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4

Extension aux écritures a trois chiffres

5. a.x =abc =100a + 10b + ¢ = x - f(x) = 100a + 10b + ¢ —a’ — b*- c*.
Soient g(a) =-a° + 100a, g’ (a) = -2a + 100 et h(b) =- b*+ 10b, h’ (b) =-2b + 10,
alors on obtient :

a |1 9 b [o 5 9
g'(a) + h'(b) + —

g / - ) h / ; \
99 0 9

Par suite, 100a —a>>99
10b-b*>0

Donc, 100a—a*+ 10b - b® > 99
On conclut que : 100a—a’+10b-b*+c—-c>>99 +c—-c’

En plus,ona:
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C 0 9

- +c+99 +

D’ol x - f(x) =99 +c—c”>0.

D’autre part, soit I(c) = -c* + c +99, I (c) = - 2¢ + 1.

c |1 9
I'(c) -
I

97 avec I(0) = 99.

Alors, 99 + c—c? > 27

Ce qui signifie que 99 +c—c> > 1.
D’ou, x - f(x) = 1 cad f(x) < x - 1.
b.u;=f(ug) <up—1

U2=f(U1)SU1—1SU0-2

Ainsi de suite, u continue a diminuer. Ce qui veut dire gu’il existe un certain rang J tel

que u; < 99 = (P) est aussi vérifiée.

Généralisation

6. a.Soit (Q,) : 81p < 10°* avec p = 4
Initialisation : Si p=4 alors 81 x 4 = 324 et 10*" = 1000, donc (Qy) est vraie.
Hérédité : On suppose que (Qy.;1) est vraie cad que 81(p-1) < 10°2.
Ceci implique que 810(p-1) < 10°™.

Comparons 81p et 810(p-1) :
81p —810(p-1) =810-729p
Or,sip=4alors-729 p <-2916
810-729p < -2106
= 81p—810(p-1) <0 = 81p < 810(p-1)
D’ol 81p < 10°™.
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b.u,=abc ...... = Upy =f(u)) = a2+ b2+ c2 + -

————— v
p chif fres p fois
<9%24924924...492
pfvois
<8lp
<10°*
<10x10x%x10x..x10
p—1vfois
<10000...0
R —
p—1 zéros
Or le plus grand entier qui vient juste avant 1 0000 ... 0 est 999 ... 9.
N e’ N e’
p—1zéros p—1 fois

D’ou u,,q S'écrit avec au plus p-1 chiffres.

U, = f(Ul) <999 ..9 ,
-2 fois
Us = f(Uz) <999 ..9 ,
-3 fois
[

Ainsi u continue a diminuer. Ce qui veut dire qu’il existe un certain rang k tel que
U, < 999.
D’ou la propriété est vraie pour tout entier naturel non nul ug.

Exercice 2 :1,2,3...dallez !

1. a. Oui, Kg peut étre pavé par 4 carrés de taille 3.
b. Sile carré de taille 3 est central, alors les carrés de taille 1 sont incontournables :

+ - -t —t

I
1
1
1
1
1
SR [ .
1
1
1
]

1
1
1
1
1
1
4
1
1
1
ol === == R —
1
1
1
1
1
1
1
|
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Si le carré de taille 3 est central sur un des coOtés, alors les carrés de taille 1 sont
toujours incontournables :

T T
I |
| I
1 I
e e et et bttt o
I |
1 ]
1 I
- — — — P R e — — — — |-
| I
1 I
I ]
L - — - ! ! —_—— =}
1 I 1 1
I | I I
1 I I 1
P N S [ Fp
1 I 1 1
I | I I
1 | I I
1 I ] 1
T T T T

Si le carré de taille 3 est au coin, alors les carrés de taille 1 sont toujours
incontournables mais avec un nombre minimal de 4 :

L T T

1 I |

1 I ]

1 I |
F——— 4+ —— =4 - —d————- - -

1 I ]

1 I |

1 I ]
—_—

1 I 1

1 I ]

1 I ]

P — 1

1 ]

1 ]

1 |
1 IR I

i i

1 I |

1 I ]

1 I 1

- - T

c. C'est le pavage ci-dessus.

2. u(l)=1

....................................

u(8)=0 u(9)=0
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3. Sin est pair, donc on peut paver K, qu’avec des carrés de taille 2.
Donc, u(n) = 0.
Si n est multiple de 3, donc on peut paver K, qu’avec des carrés de
taille 3. Donc, u(n) = 0.
4. a.nimpair =>n=2k+1=n+6=2k+ 1+ 6 = 2(k+3) + 1 = n+6 impair.
n non multiple de 3 = n =3k = n+6 = 3k + 6 = n+6 = 3(k + 2) = n+6 non multiple de 3.

b. Quand on prolonge chaque

. . R R R A Y
coté de K,, de 6, on obtient : R R R R I A A R e A

“ I I I I I I I I I 1

I I I I I I I I I 1
. K NSNS VN O S S Y O S

e 2 rectangles — T

I I I I I I I I 1
superposables de ™" _ [ S DU Y AU B LT Sl Feaeafana pamad

dimensions n et 6. IS O T T A N B S B | !

I I I I 1 I I I 1

DI T : ] !
Or, K¢ est tel que ug = 0. [ e A T

Y R S S S : : :

. . “ I I I I I I I I 1

Sur la dimension de longueur 6 Lo | | R

de chacun des rectangles, on peut I : : A
, . . . i e ey E T T TTTATTTA T T T rTTTrTTT TT T

paver 2 carrés de taille 3. Ainsi la 6 t) ! : S
IR N S I S IR -

longueur de I'autre dimension v : ! A
devient n-3 qui est un nombre pair B : : A R A
(impair — impair = pair). Donc le reste [~ |""i i 2 TR LR e T S

Y [ : : [ S S

sera pavé par des carrés de taille 2.
Ce qui fait que

u de chacun des rectangles est égal a 0. Lo b
D’oli u(n+6) < u(n).
5. a. Oui d’apres I'explication ci-dessus , alors K;; est constitué de | ; |

e e e T e e e
4 rectangles comme celui-la : 5 5 ;

disposés de la maniere suivante : |
J."""""" YTttt T Ty T T T T T T
D’ou u(11) < 1. R A
e | }f
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b. K13 est constitué de 4 rectangles comme celui-la : i

disposés de la maniére suivante : i

1 A | R R | N i-

N S
I : ---]I- ------ 9T I T

6
Dol u(13) < 1. +6 6 16 +6

c. Les entiers impairs non multiples de 3sont:5,7,11,13,17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37.

, s < <
On a démontré que u(11) <1, que u(13) < 1let > v w3 Y T

que u(n+6) < u(n). D’ou u(n) < 1 quelque soit n impair non multiple de 3 et > 11.

6.
a.
—
(51)(52)(53)(54)|(55) 1] 0 ) 1
(4,1) | (4,2) | (4,3)|(4,4) | (4,5) o| -1 o| -1| o0
(3,1)[(3,2) | (3,3) | (3,4) | (3,5) 1| o] 1| o] 1
(2,1)[(2,2) |(2,3)[(2,4) | (2,5) o| -1 o| -1| o0
(1,1) [(1,2) | (1,3) [ (1,4) | (1,5) 1| o] 1| o] 1
N JAN )
Leur somme =1 Leur somme =1
Derniére colonne
i . n-1 n+1
Chaque 2 colonnes ont une somme égaleal =S, = S X 1 +T x1=n.
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b. llyadcas:

1] 0| 1 o| 1| o 1| 0| 1 o| -1| o
0] -1 1 -1 0 1| o] 1
1 0 1 0 1 0 -1 0 1 o] -1 0
5=3 S=0 S=-3 S=0

c. lyadcas:

o] -1 1| 0 1| o0 0| 1

1] 0 0| 1 0 1| 0
S=0 S=0 S=0 S=0

d. S est multiple de 3.

e. Sinest multiple de 2 ou de 3 alors c’est évident que u(n)=0.
Si n est impair, non multiple de 3 et supérieur ou égal a 11 alors tous ces carrés ont
u(n) égal a celui de u(11) ou celui de u(13) (voir question 4b).
Or pour construire K;1, on a utilisé la disposition suivante 4 fois :

1] 0

0
1
0] -1
1
5

1 2 3 4

® dont la somme des coefficients est 3.

Donc ces 4 dispositions forment une somme de coefficients de 12.

Mais on a démontré que la somme des coefficients de k, = n et non pas n+1, donc il
mangque 1 carré de coefficient -1 . D’ou u(11) = u(17) = u(23) = u(29) =u(35)=...=1:

=
[

=
=

|l e L B R I = B = L =)

nie|lolk|lolk|o|=

6 7 8 EI1I:I'11K11
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9 10 11 12 13 14 15 16 17 Ky
7

ainsi de suite

De méme pour K3, il est construit a partir de 4 dispositions comme celle-ci:

Or, la somme des coefficients de K;3 doit étre de 13, donc il manque un carré de

1 2 3 4

1
0
1
0
1
5

6 dont la somme des coefficients est 3. Ce qui fait que 4 x 3 = 12.

coefficient 1. D’ou u(13) = u(19) = u(25) = u(31) = u(37) =

el e il
ERITRE SR

R W s L ] G0 MO
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[
o

[
[=2]

=
O~

&

et
f=

[
(28]

[
s

=
=

=t
=]

= k) W s Ll =] 0D WD

1 2 3 4 5 6 7 38 91011 12 13 14 15 16 17 18 19 Kio ainsi de suite
4

f. 2017 est impair, est >11 et n’est pas multiple de 3 donc u(2017) =1

Exercice 3 : Boites de canelés bordelais

C’est du gateau

1. Aucun des 10 et 20 canelés ne peut étre la somme de quelques nombres parmi 6, 9,
12et16. 30=12+12+6.
2.a.1;2;3;4;5;,7,;8,;10;11;13;14;17;19,;20;23;26; 29.
b. Initialisation :

n possible et 6 possible = n+6 possible

n+1 possible et 6 possible = n+7 possible

n+2 possible et 6 possible = n+8 possible

n+3 possible et 6 possible = n+9 possible

n+4 possible et 6 possible = n+10 possible

n+5 possible et 6 possible = n+11 possible

n+6 possible et 6 possible = n+12 possible

Hérédité :

Supposons que ¢a reste vrai jusqu’a :

(n+i) possible et 6 possible = (n+i) + 6 possible = (n+i) — 6 a déja été possible.
Par suite, (n+i) -6+1 a aussi été possible,

Donc, (n+i)-6+1 possible et 6 possible = (n+i) + 1 possible.
D’ou c’est toujours possible.
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c.30=12+12+6
31=16+9+6
32=16+16
33=12+12+9
34=16+9+9
35=X
36=9+9+9+9
37=16+12+49
38=16+16+6
39=12+9+9+9
40=16+9+9+6
41=16+16+9
42=9+9+9+9+6
43=16+9+9+9
44=16+16+12
45=12+12+12+9
46=16+12+12+6
47=16+16+9+6,
Ainsi de suite. D’ou le plus petit entier est n=36.
3. a. Non.
b. S’il existe un seuil, alors pour tout n au-dela de ce seuil on doit avoir :
n = 6k, + 9k, + 12ks + 15k, = 3(2k; + 3k, + 4k3 + 5k;) = n est un multiple de 3, ce qui
n’est pas le cas pour tout n. D’ou ce seuil n’existe pas.

Un algorithme glouton mais peu performant

4, a.60=16+16+16+12
b.75=16 x4 + 11, donc cette méthode ne marche pas car il n’y a pas de boite de 11

canelés.
c.Oui,75=16+16+16+9+9+9

5.a.41=12+12+12+1+1+1+1+1
b.Oui,41=12+12+8+6+1+1+1

6. On peut former 2°-1= 31 conditionnements qui sont : {1}, {2}, {4}, {8}, {16}, {1 ;2},
{1,;4},{1,8},{1;16}, {2 ;4}, {2 ;8}, {2 ;16}, {4 ;8}, {4 ;16}, {8 ;16}, {1 ;2 ;4}, {1 ;2;8}, {1 ;2 ;16},
{2;4,;8},{2,;4;16}, {4,816}, {1 ;4 ;8},{1,4 ;16}, {1 ;8 ;16}, {2,816}, {1,248},
{1;2,;4;16}, {1,4,8,16}, {1;2 ;8 ;16}, {2 ;4 ;8 ;16};{1,2 ;4 ;8 ;16}.
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